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Einleitung. 


Zwischen der optischen Ahbildung selbstleuchtender und 
nicht selbstleuchtender Objekte besteht ein fundamentaler 
Unterschied, auf dessen prinzipielle Bedeutung zuerst E. Abbe 
hingewiesen hat. 

Strahlen, die von verschiedenen Punkten eines nicht 
selbstleuchtenden Objektes ausgehen, sind nämlich kohärent, 
d. h. sie sind interferenzfähig und geben daher, wenn sie 
durch ein Linsensystem vereinigt werden, Interferenzer- 
scheinungen. Das Licht dagegen, das von verschiedenen 
Punkten selbstleuchtender Objekte ausgeht, ist nicht kohärent, 
d. h. nicht interferenzfähig. Treffen daher zwei solche in- 
kohärente Strahlen in einem Punkte zusammen, so summieren 
sich dort einfach ihre Intensitäten. Haben wir es dagegen 
mit Strahlen zu tun, die von kohärenten Erregungszentren 
ausgehen, so hat man, um am Orte der Beobachtung die 
resultierende Intensität zu finden, die Amplituden der beiden 
Einzelstrahlen zu summieren und dann erst in bekannter 
Weise (durch Quadrierung der resultierenden Amplitude) die 
Intensität zu bilden. Wenn wir z. B. unter dem Mikroskop 
ein durchleuchtendes Objekt betrachten, so wird dieses ko- 
härente Strahlen aussenden, die zu ganz verschiedenen Ab- 
bildungen führen können, je nach der Art der resultierenden 
Interferenzerscheinungen. Die Untersuchungen A bbe’s führten 
zu einer systematischen Betrachtung dieser Erscheinungen 
deren Ergebnis auch schon zum Teil in einigen Lehrbüchern, 
z. B. der Optik des „Müller-Pouillet“ dargestellt ist. 
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Die mathematische Theorie dieser Abbildungserscheinungen 
nach den Vorlesungen Abbe's ist vor kurzem veröffentlicht 
worden 1). 

In Anbetracht der Wichtigkeit, die diese Untersuchungen 
haben, ist es wohl von grossem Interesse, die Abbildungs- 
erscheinungen am Mikroskop für den typischen Fall eines 
Gitters im einzelnen genauer zu untersuchen. Dies ist der 
Zweck der vorliegenden Arbeit. 

Wie bekannt besteht der Abbildungsvorgang aus zwei 
Teilen: 

1). Durch das beugende Objekt wird ein primäres 
Beugungsbild hervorgerufen, das bei Beleuchtung des Objekts 
mit ebenen Wellen in der hinteren Brennebene des Objektivs 
liegt. (Primäre Abbildung). 

2). In der Einstellungsebene kommen die vom Beugungs- 
bild ausgehenden Wellen zur Interferenz und ergeben auf ` 
diese Weise das sekundäre Bild oder Abbild. 

Die Oeffnung der Frontlinse des Mikroskops lässt jedoch 
nicht alle wirksamen Strahlen zur Interferenz gelangen, sondern 
blendet einen Teil ab; stellt z. B. in Fig. 1, O das Objekt 
dar, BB’ die Blende mit der beugenden Oeffnung, so wird 
das primäre Beugungsbild sich über die ganze Halbkugel abe 
ausbreiten, aber nur derjenige Teil dieses Beugungsbildes 
gelangt zur Wirkung und Interferenzerzeugung, der zwischen 
b und b’ liegt. Es ist also klar, dass die Grösse dieses 
Winkels bOb’ d. h. der Apertur einen bestimmten Einfluss 
auf das sekundäre Bild ausüben muss. 

Es sei in Fig. 2, OO’ die Objektebene, AA’ die zur 
Objektebene in Bezug auf das optische System konjugierte 
Ebene der Aufpunkte die wir kurz die , Aufebene“ nennen 
wollen, SS’ die sogenannte „Zwischenfläche“ sei die mit dem 
Radius e um die Mitte O des Objekts beschriebene Kugel- 
fläche. Es seien die Dimensionen des Objektes im Verhältnis 
zum Radius e klein. Ein Punkt des Objekts sei bestimmt 


1) D Abbe, Die Lehre von dex Bildentstehung im Mikroskop. 
Bearbeiter und herausgegeben von O. Lummer und F. Reiche. Verlag 
Fr. Vieweg und Sohn, Braunschweig 1910 (108 Seiten). 
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durch seine Kordinaten X und Y. Der zum Aufpunkt kon- 
jugierte Punkt in der Objektebene habe die Kordinaten x 
und y. En seien die Kordinaten eines Elementes der 
Zwischenfläche. Statt der Kordinaten E und n selbst werden 
in der Arbeit die anguläre Höhe £ = &/e und die anguläre 
Breite 7/ = n/e verwendet. Die Lichtbewegung S, in einem 
Punkte En der Zwischenfläche ist dann durch folgenden Aus- 
druck gegeben !). 


S = = / / AXAY g(XY)sin 25] + — (XY) + En DI 
Objekt 

wobei K eine konstante ist, A die Wellenlänge, p(XY) der 
Durchlässigkeitskoeffizient des Objektes, (X Y) die Phasen- 
verzögerung der Wellen bei Durchgang durch die Objekt- 
schicht, t die Zeit und T die Schwingungsdauer ist. Die 
Integration soll über das ganze Objekt erstreckt sein. 

Die Lichtbewegung S, in dem zu xy konjugierten Punkte 
des sekundären Bildes ist durch folgende Formel gegeben ?). 


„= dë d, / d'd Th dXdYq(XY)sin2x LL An BE SEL RK [2] 
Apertur Objekt 
wobei die Integration nach XY über das ganze Objekt, die 
Integration nach Ev über die ganze Apertur zu erstrecken 
ist. Diese beiden obigen Gleichungen bilden die Grundlage 
fiir die Untersuchung der Abbildung eines Gitters bei ver- 
schiedner künstlicher Abblendung. 


I. Kapitel. 


Die symmetrische Abblendung. 
$1. Allgemeine Intensitätsgleichungen für sym- 
metrische Objekte. 

Das symmetrisch zu den Axen gelegene Objekt erstreckt 
sich längs der X-Achse von X= — A bis X=+A und 
längs der Y-Achse von Y = — B bis Y = + B. Wir wollen 

1) Loc. cit. Seite 89, Formel (72). 

7, Loc. cit. Seite 90, Formel (78). 
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jetzt die Intensitätsverteilung des Lichtes für das primäre 
und das sekundäre Bild bestimmen. 

Die Lichtbewegung S, in einem Punkte Er des primären 
Bildes ist T at Gleichung [1] 


ee s dY ‚fa dX¢(XY)sin 2r a —$(XY)+ = > d en 


wo die Bezeichnungen dieselben sind wie in der Einleitung. 
Da es sich in dieser Arbeit um ein Gitter handelt, so können 
wir annehmen, dass die Funktion x d. h. der Durchlässig- 
keitskoeffizient sich nur längs der X-Achse verändert, dass 
er aber längs der Y-Achse in dem Integrationsgebiete konstant 
bleibt. Wir nehmen an, dass in dem Objekt keine Phasen- 
verzögerungen stattfinden, da wir voraussetzen wollen, dass 
das Licht senkrecht auf das Gitter trifft. Alsdann wird die 
Lichtbewegung für das primäre Bild angegeben durch die 
Formel: 


N Bil (X) sin 2 [p+ GE E 


A 


die Funktion ¢ ist eine symmetrische und grade Funktion. 
In dem Ausdruck [3] zerlegen wir den Sinus und erhalten: 


K ri ag 
P s 217 (x (X)sin on | Ex] 
S, = jä J aveos Ke [axe sin Ze E ek 
—B ar 
-+B A 
K . il. . | sant x]: 
+ ja Jar ia ar, cos Ir TFT ; 


Wir führen die Integration nach der Variable Y aus 
und bekommen folgende Formel: 


gg gei L +A x 
S, = Fi i Zn dot Ki sin 2 n | + i SS 
SX AA 
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Jetzt zerlegen wir den Sinus unter dem Integralzeichen, 
wodurch dann die Gleichung fiir die Lichtbewegung folgende 
Form annimmt. 

S, = A, sin On Bi 1 cos 27 i; sedha] 
wobei die Koeffizienten A, und B, durch folgende Ausdrücke 
gegeben sind: 


in mes LA 
A, = SE u vi Koos 
: 2 õa A 

A 
E Lat B PE 

sin“ 

B = — Se | e, AX g(X)sin EX, 
= 
Da die Funktion sin God symmetrisch und ungrade 


ist, so wird B, verschwinden, da die Integrationsgrenzen 
symmetrisch zu Null liegen. In Folge dessen wird die Inten- 
sität S, des primären Bildes gegeben durch folgende Formel: 


2 
wee, me a „ex | 
= 4, E. (E) fazem on "7 ee 


das ist die allgemeine Gleichung für die Intensität des pri- 
mären Bildes bei symmetrischem Objekt. 

Jetzt gehen wir über zur Untersuchung des sekundären 
Bildes. Wir nehmen an, dass die Abblendung im ganzen 
oder in den einzelnen Teilen symmetrisch zu den Koordi- 
natenachsen liegt. 

Es sei ai und § die anguläre Höhe und Breite der Be- 
grenzung. Dann haben wir für S, d. h. die Lichtbewegung 
in dem sekundären Bilde, folgenden Ausdruck. 


+8" tai 4B +A 
ee aj o fa de 2 ay ja dXp(X)sindr [F oe Ai 2], .[6] 


—B 
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Wir zerlegen diesen Ausdruck ebenso wie den Ausdruck 
[3]und integrieren nach der variablen Y. Dadurch erhalten wir: 


op +8' e wi, wi ae +A t 7 x) 
U alien lX)sin ar pie See 
= A dy Inn -fa e | axe X)s in IT KR X | + 
—B' x —a' —A 
2n7/ , 2x7B 
+8 in, S dei +A 
+ E fa KEE Je Jättes on D - 53) 
pan re A a 1 
—f' x A 


Wir sehen, dass der zweite Teil der Formel verschwindet, 
sin BE sin ai 
da die Funktion Sa eine ungrade symme- 
en 
= 
trische ist und die Integrationsgrenzen symmetrisch zu Null 
liegen. Führen wir als neue Variable die Grösse u“ ein, 


Ze B 


wobei u = - ist, so. wird das Integral über 7 gleich: 


2xBp' 
A 
A / sin u 
=— | du ——- cos (y/B.u 
On (y/B.u) 
 2nBf 
A 
Nehmen wir BR im Verhältnis zur Wellenlänge A als 
sehr gross an, so können wir die Grenzen des obigen Integrals 
durch — œ und + œ ersetzen. Dann wissen wir, dass 


das Integral gleich x ist, wenn + 1 > d >— 1; dass es 
gleich Null ist, wenn + 1 < z > — 1 ist und dass es gleich 


5 wird für y = + B. 


In unserem Falle wird das obige Integral zwischen den 
Grenzen + B > y > — B einen konstanten Wert haben. 
Ausserhalb dieser Grenzen aber wird es gleich Null sein. 
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Den Teil der Objektebene zwischen den beiden Parallelen 
y= +B ud y = D nennen wir die „Gitterzone“ 
Dementsprechend können wir sagen, dass die Lichtbewegung 
nur innerhalb der Gitterzone von Null verschieden ist, 
ausserhalb dieser Zone herrscht vollständige Dunkelheit. 

Nach obigen Betrachtungen wird die Lichtbewegung in 
der Gitterzone a ‘onan Ausdruck gegeben: 


sE fae faxa )sin?r H E SC 


Durch Zerlegen des Sinus erhalten wir folgende Form: 


S, = A, sin 2x i + B,cos?r A ii 


d 
wobei die Koeffizienten A, und B, folgende Werte haben: 
Lei +A 
2nE' (x — 
=E f ar / rt OT EES 
he h 
u —A 
+a! +A s 
= ENT sin ee): 
—a’ —A 


Wir sehen sofort, dass B, verschwindet, da die Funktion 


sin a in Bezug auf E ungrade und symmetrisch ist und 


die Integrationsgrenzen + « und — a symmetrisch zu Null 
liegen. Dementsprechend wird die Intensität des sekundären 
Bildes: 

i LEN 2 


Dan Jag axe (x) oo ela Lae | 
—a’ —A 
Die beiden Gleichungen [5] und [8] sollen in den fol- 
genden Betrachtungen auf das Gitter angewandt werden. 


§ 2. Das primäre Bild bei symmetrischem Gitter. 


Das betrachtete Gitter habe die Spaltzahl N. Die Breite 
eines Spaltes sei 2a und die Breite eines Gitterstabes, d. h. 
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des Zwischenraumes zwischen zwei benachbarten Spalten sei 
24. Dann wird die Gitterkonstante y=2 (a+ A). Die 
Randkordinaten des "ep Spaltes bezeichnen wir mit p; und 
qi, dann wird die Funktion ọ (X) d. h. der Durchlässig- 
keitskoeffizient zwischen den Rändern pi und gi des Spaltes 
gleich 1 sein. Zwischen den Rändern qj und pj; --1 des 
Gitterstabes aber wird dieser Koe ffizient gleich Null sein. 
Die Integration nach X brauchen wir also nur zwischen 
den Spaltkoordinaten auszuführen und die Summe über 
sämtliche Spalte zu bilden. Daher wird die Gleichung [5] 
für die Intensität des primären Bildes sich folgender Massen 
gestalten: 

¥ qi 

I, = const., ur dXcos 
| pi 


SC x} 


wo wir den konstanten Faktor mit const., bezeichnet haben. 

Wir berechnen die einzelnen Integrale und können für 
qi — Pi, das die Spaltbreite ist, 2a einsetzen. Dann er- 
halten wir durch einfache Rechnung: 


4sin? = iN ne’. Pi et VM 
I, = const., "Ge ` £ Sy ered 
ae =i 


Die Summe der Randkoordinaten eines Spaltes kann so 
dargestellt werden: 
Pi + qi = pi + pi — pi + Gi = 2(pi + a). 
Da das Gitter symmetrisch zur Y-Achse liegt, so wird p, 
d. h. der Rand des ersten Spaltes im negativen Bezirke 
durch folgenden Ausdruck gegeben: 


N 
p=- +4 
und daraus: 
Ny A 
Ke 5 Ary D; 
daraus folgt: 
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. N+1 
Pi + di = 2(yi— = T 


Die Summe in dem Ausdruck [9] erhält dann folgende 


Form: 


LR më Aa 2 pA u i=N ont 
aL, —— N de SA 
eg EEIN cn oy J 
+ sin x ) sin St 


Wir sehen, dass die Summen [10] die Gestalt Zsinei 
und Žcosei haben, deren Summation uns bekannt ist, und 


zwar ist: 
/ N Qnty N-+1 2rey 
=N Saas ae aj 
2 Kaali TS er 
A we ‚Ir 
= sın . — 

DER [11] 
i= sinn g 2nEY A sind +1 ` 2nt'y 
x , One’ yi 2% 2 I; 

sın u  — 7 , 
i=1 A on 278 7 
2 À 


Setzen wir jetzt die in [11] erhaltenen Summen in den 
Ausdruck [10] ein, so bekommen wir für die Summe in dem 
Ausdruck [9] folgende Formel: 


i=N Ink’ ‚Bra i Kick 
F e a SE 

s =. 
51 A sin EL 


Die Intensität des primären Bildes ergibt sich dann aus 
folgender Gleichung: 
4sin? kik s 
I, = const., - Br 
E RAIL. Af 
x sin? — 


-o Nagy 
2 
a 
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In dieser Formel führen wir eine neue Variable w ein 


_ 2a 
A 
dann ergibt sich die bekannte Formel: 
sin? Me 
I, = const., en TE A- < [12] 
w : 2 1 
sin 


Wie wir sehen, besteht die Formel für die Intensität 


A : sin?w 
I, aus dem Produkte der beiden Funktionen z und 


wW 


Der Verlauf der ersten Funktion ist in Fig. 3 dargestellt. 
Sie hat bei w —0 den Wert 1 und nimmt ab bis 0 = + 7, 
wo die ersten Minima liegen. Die Minima liegen im all- 
gemeinen in den Punkten w = +-x 7, wo x eine ganze Zahl 
bedeutet. 


sin? a 


9 
Die Funktion — 2 ist die bekannte Gitterfunktion. 


sin? a 
2a 


Diese Funktion besitzt an den Stellen 
Jä EE SE 

Y 
Hauptextremalstellen, von denen je zwei aufeinanderfolgende 
durch N - 1 Nullstellen getrennt sind, die in den Punkten 
mere 2xra 
Ny 
liegen. Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen 
liegt eine Nebenetxremalstelle der Funktion, sodass sich 
zwischen zwei Hauptextremalstellen N - 2 Nebenextremal- 


, (x = 1,2,3...) 
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stellen befinden. Diese Funktion wird also die in Fig. 4 
angedeutete Form haben. Da die Periode der Funktion 


in 2, 
nn gleich x ist und die Abstände der Hauptextremalstellen 


DI r 
der Gitterfunktion gleich = so werden mehr oder weniger 
Hauptextremalstellen der Gitterfunktion in eine Periode der 
ti c 
Funktion Sch fallen, je nachdem Verhältnis ae 3 


Die Figuren Fig. 5 und Fig. 6 stellen die Intensitäts- 
2 


á 


verteilung des primären Bildes dar für die Fälle > =3 

2a 2 
und Ch 

Die Hauptextremalstellen sind die Lichtmaxima, die 
man in dem Beugungsbilde des Gitters sieht. 

Im allgemeinen hat man bis jetzt angenommen, dass 
die Nebenmaxima in dem Beugungsbilde sehr klein sind in 
dem Verhältnis zu dem Hauptmaximis und zwar um so 
kleiner, je grösser die Zahl N ist. Das ist aber nicht der 
Fall. Um dies zu beweisen, wollen wir die untere Grenze 
eines it Nebenmaximums, das in der Nähe eines Haupt- 
maximums liegt, berechnen. 

Trotzdem die Nebenmaxima nicht genau in der Mitte 
des Intervalles zwischen zwei Nullstellen liegen, können wir 
mit grosser Annäherung jedoch den Wert der Gitterfunktion 
für die Mitte dieses Intervalles anwenden. Dieser Wert wird 
dem Wert des Nebenmaximums sehr nahe liegen, wird aber 
auf jeden Fall kleiner sein. Der Wert des von einem be- 
liebigen Hauptmaximum an gerechnet Ven Nebenmaximums 
ergibt sich zu 


Sin Zon 1 
L= t =D), ER: 
I a p 
2N A 
wo <% 
A A 
Zar... (2i + Ur ki 
MÄE ` E È 
CS, af 
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Setzen wir i als klein gegen N voraus und nehmen N 
als sehr gross an, so kénnen wir schreiben 

4N? 
@i+ Dem: 

Da aber der Wert des Lien Hauptmaximums gleich CN? 
ist, so ist das EN des i" Nebenmaximums zum 


Lef 


Hauptmaximum gleich Gi 5 Te 
Dieser Wert ist von der Zahl N unabhängig und beträgt 


für das erste Nebenmaximum ungefähr 35" Wir finden also, 


dass die Nebenmaxima doch nicht verschwindend klein werden 
im Verhältnis zu den Hauptmaximis selbst, wenn N sehr 
gross wird. 

§3. Das sekundire Bild beisymmetrischerAbblendung 


Die Intensität I, hat nach Gleichung [8] folgende Form: 
+A 2 


L= | fae fxg on =D 


Kine analoge Ueberlegung wie im vorigen Paragraph 
führt zu folgendem Resultat : 


= T4 RR 
DE A os d'et er 
fimmta 


i=1p 


. . [13a] 


Dieselbe Rechnung wie in dem erwähnten Paragraph 


ergibt 
MOD t w SANTET 
e Be 
L o A er Oe 
x 


i=1 sin 
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daher wird die Intensität I, angegeben durch die Formel: 


2raa' 
+ . Nyo ‘ 
l sin w ga Xw 
I, = const., | | dw rar cos — | ;...[13b] 
w yo a 
2raa' an 
-= 2a 
x 
Zeta 


wo w den Wert gege mg hat. 


Da die zu integrierende Funktion grade und symmetrisch 
ist, kann man schreiben 


3 sin w en a 
I, = 4 const., fao 2 < lee em — 
0 " sind? j 
2a 
oder 
I, = 4 const., I’. 18] 


wo das obige Integral mit I bezeichnet worden ist. 


§ 4. Nur das Centralbild gelangt zur Wirkung. 


In diesem Falle wird die Intensität I, mit folgenden 
Formeln ausgedrückt: 


27a N 2 
Sep k w 
Ny A sin 
A sin w 2a Xw 
> = 4const.| | dw- —.— * COS 
e w . Y% a 
0 sin— 
2a 


Das Integral I nimmt also folgende Form an: 


Ira 
N i E H 
I= (a, RE, 8 cos ;.. [14] 
D HI A yo a 
0 sin—— 
2a 
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Da in dem kleinen ee N X die Funk- 


tion Smo nahezu konstant ist, kann man sie vor das Inte- 
w 

grationszeichen setzen und ihren Wert gleich 1 annehmen. 

Ferner sind in dem Integrationsintervall des Integrals I die 

Werte von w sehr nahe Null, deswegen setzen wir statt 

sin das Argument selbst, so nimmt das Integral folgende 

endgültige Form an: 


Ira N 
Ny sin al at 
2a 2a Kou g 
= — | do -——— -cos—:...[15] 
"> (O) a 3 


Um den Verlaut dieses Integrals als Funktion von x zu 
bestimmen, bilden wir seine erste Ableitung nach x. Da 
die Funktion unter dem Integralzeichen stetig ist, ergibt sich: 


N sii 
31 2 fa che sink” 4aN Ny 
ae M yes A NA = — 49 a ei - —, 
òx "e vo" Se? "Na Art 


Die zweite Ableitung wird dementsprechend sein: 


AT 4a N Anx Zeg 
ER 2,2 ER) Pre r ain ana 
Sei (N 2— 4x)? E (N?y?—4x Joie vw Ny + 8x.sin = 


Wie man sieht, ist die erste Ableilung 2 < T für den Punkt 


2 E 


x = 0 gleich Null. Die zweite Ableitung aber ist in 
diesem Falle negativ, das Integral hat hier also ein Maximum. 
By 
2 


variieren, so bleibt stets . negativ, d. h. das Integral nimmt 


Lässt man x von dem Wert x =0 bis zum x= + 


vom Maximum an beständig ab. 
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À Aue 
Für x = + + Ad. h. für den Gitterrand wird es 
sin (x — SEN sin ars 
öl Ny Ny 
er ay a Mad 
ser A 7a- 
A er 
oder da Ny sehr klein ist 
1 
2rA 
Et 2 N _ 2am 1 
dE E META 
Ny Ny 


also negativ. 
Erst ausserhalb des Gitters wird für 


St 


x= + x-—; (4=2,3,4...) 


0; und zwar ist die zweite Ableitung an den Stellen 
x= + xNy (x = 1,2,8 ...) positiv, d. h. dass an diesen 
Stellen das Integral Sighs hat. An den Stellen x = 


KT. Ny, (x = 1,2,8...) ist die zweite Ableitung negativ 


das Integral hat also an diesen Stellen Maxima. Mit wach- 


> 


a \ n ol. A 
sendem x wird die erste Ableitung jz immer kleiner und 


nähert sich allmählich dem Null. Die periodischen Schwan- 
kungen des Integrals um die x-Achse werden immer kleiner, 
sodass das Integral schliesslich im Unendlichen Null wird. 

Einige spezielle Werte von I ergeben sich auf folgende 
Weise : 
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Ira 
. Ny A 
Ny an $ 
I — 2 fae NE sin w = 
(=0) 14 2 15 


Ira 
2a Ny sin EN Nyw 
I sd = "8 fae — = cos 
(= A) (= Y 9 
ama Nyo 2r 
Ny 4 ate A 
=f s | ‚sin wel A E 
Y w if aS 
0 
Endlich ist 
2r Ir 
Nr Nyo h 
I EE ECH oN Te 3 IK: in Ate 
=N) Yg i ve w 2a 
Ira 
Ny It T i 


dw . TA a faw de Der ES A Gis 
—| — sin —— (=- —— sin w — 7° sinw (= 
w 2a | d w d om 
0 0 0 
a" ieee ay) = ogee: 
RA x 


/ 


Bilden wir die Verhältnisse der 
des Integrals I zu seinem Wert bei x = 0, so ergibt sich: 


A 
I = sht = 0,4 1 


verschiedenen Werte 


=] 
N N 3.7 
(== —A) ag) 3,7 (x =0) (x =0) 
a! s I 
eh) 37 Geo) E= 


Da in dem Ausdrucke für die Intensität I, das Inte- 
gral im Quadrat steht, so werden die Intensitätsverhält- 


nisse folgende Gestalt annehmen: 
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I =I = 0,16I 

| (x 1-6 (=? | (x=0) 
I = 0,04 1 
(x =Ny) (x=0) 

Der Verlauf des Integrals I als Funktion von x ist in 
Figur 7 dargestellt. In dieser Figur stellt die punktierte 
Curve das Integral oder die ihm proportionelle Amplituden- 
verteilung dar. Die stark ausgezogene Kurve gibt die Inten- 
sitätsverteilung. Wir erhalten daher das Resultat: 

BlendetmanimprimärenBeugungsbilde 
des Gitters alle seitlichen Maxima ab und 
lässtnur dasungebeugte Zentralbild zur 
Wirkung gelangen, so zeigt das sekundäre 
Abbild desGitters eineetwasverbreiterte 

strukturlose Fläche, deren Helligkeitvon 
der Mitte nach den Rändern dauernd ab- 
nimmt. An den beiden Seiten der struktur- 
losenFlächetretenNebenmaxima vonsehr 


geringerHelligkeit (;;) auf. 


Da wir in dem $ 2 gezeigt haben, dass die dem Haupt- 
maximum naheliegenden Nebenmaxima nicht verschwindend 
klein sind, im Verhältnis zu den Hauptmaximis, so wollen 


> 

Z 

M 

§ 5. Einfluss der Nebenmaxima. 2 
re 

< 


suchen. 


H 


Zu diesem Zwecke fiigen wir zum nullten Hauptmaximum 
noch zwei Nebenmaxima rechts und zwei Nebenmaxima links 


hinzu. Dann wird die Intensität I, durch folgenden Aus- 
druck gegeben: 


= N i 
d sin sing, a xw 
I, = 4 const., fae: Ss Ga = el 
w 22% a 
0 sin=—w 


2a 
Das Integral des obigen Ausdrucks bezeichnen wir mit 
J. Ebenso wie bei dem früher diskutierten Integral I können 
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CHIC 


ki 

ke 

wir jetzt den Einfluss dieser Nebenmaxima näher unter- = 
a 


(wann H- 


; TRIER . _ sino ’ d 
wir auch hier die Funktion vor das Integrationszeichen 


d A w Weir 
setzen und für sin Jr das Argument i einführen. So er- 


2a 2 2a 
gibt sich: 
6ra N 
2a d sin = 
J= / do: e —....[17] 
Y Ff ” 


Um den Verlauf dieses Integrals als Funktion von x 
näher zu untersuchen, bilden wir die erste und zweite Ab- 
leitung nach x. 

Die erste Ableitung ist 


ZS 
sino 
xo ~~ Ny 
= — bh sind”. sin— Kaes: 4aN Na Se =) 
Die BE Gene wird 
en) oes E 2,2__ 2 
dx 2 N: LN r Nh 4x eos Su Sx*sin Ny 


Die erste Ableitung Gë an den shah 
x= x AT, (x = 0,1,2...) 


gleich Null; die zweite Ableitung ist an diesen Stellen gleich 
èJ 24ra 


Die zweite Ableitung wird E innerhalb des Gitters 


— COS XT; 


für x= 0 und x =+ aH negativ, und für x = + = positiv. 
Ausserhalb des Gitters wird die zweite Ableitung bei 
re ae ae ee 
r=. Ny; Ny; 3 Ny positiv und bei x = 6 Ny; 6 Ny; 6 Ne 
negativ. 
Das Integral J hat also in dem Gitterintervall 3 Maxima bei 
zez Or und koksi 
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und zwei Minima bei 
x= + = 
Bi x = + = d. h. etwa bei den Punkten der Bild- 


ebene, die den Gitterrändern entsprechen, hat die erste Ab- 
leitung einen endlichen und zwar negativen Wert, die zweite 
dagegen ist unendlich gross. An dieser Stelle hat also 
das obige Integral einen Wendepunkt. 

Ausserhalb des Gitters liegen abwechselnd Maxima und 
Minima, und zwar fangen die Schwankungen des Integrals 
am Gitterrande mit einem Minimum an. Die Schwankungen 
des Integrals werden mit wachsendem x immer kleiner, da 
die erste Ableitung mit wachsendem x dem Null zustrebt. 
Einzelne Werte des Integrals finden wir folgendermassen: 


Gen 
Ny 
| CE E 2 fau 2 ni => real 
M Yy Y 
0 H 
Ferner haben wir 
6ra 6ra 
Ny sin” Ny es 
_ 28 2a Nam ` a 3a 
Ny ER dw -——— - cos Ga y. EE Cp + 
X = + 0 0 
sin- a 4x 2r A 
` 41 sin +2 [2 ain = "00,5046, 42) 008 3 
w "Tel w 
und ausserdem 
6ra 6ra 
No sin M i Nyo 
et, 28 1° 2a Nam a 6a 
er w a O l ate 
«=+3) 70 0 


an” - 

6 € 

` DE BS em inw + inet =3,48. 
w Yg w 
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Für den Rand gilt mit grosser Annäherung 


Ge 
A Ny sin 1 No 

J = = | dw. ———— .cos —— = 
ei A ea S 

6ra 

Ny aga Se 

=— | dw | ge sinw = 1,55. 
0 0 


Ausserhalb des Gitters erhalten wir für das erste 
Minimum 


2 
D 9 E 
2a 2Nyw _ =" faw.- sa 
p w 


J =” faw . COS 
OT E a E 
+) ‘9 i S 


Ir T 


SS 
BS ve a (Din a (dw. , REI 
k — = — sinw’—— | ——sinw’=—(1,54—1,85)= - 0,31.-; 
I In» y if 


und fiir das erste Maximum 


6ra 6ra 
2 Ny Nyo A Ka ge 
N E dw = — —— +608 = yoa | do a 
= 5 f [07 ) Te w 
( +4) 0 0 
6ra 
KC? al ki de’ 
2 | dw. = | “sin MET "dn Es 53—1,42) = 0,11.— 
nf w 18 a 


_ Die Verhältnisse der Werte des Integrals zu seinem 
Werte bei x = 0 sind 
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J „ = 87 
(=) a) 
J = Mt 19: | 
(x= II > "Gi 
J a = 0,46.F 
x=} META) (x=0) 
0,09.J 
+) (x=0) 
0,03.J 
G=+ SNY ý (x=0) 
Die Intensitäten sind durch folgende Formeln gegeben: 
I Ny = 0,76.1 
Leed (x=0) 
I = 1,08.1 
GC E ges 


= 9 
ER 17) 0,2 1 DH eh 


, =0,008. 
ax, =0,0081, ,, 


AA Ei, =0,001. aa 

Die Figur 8 zeigt uns den Verlauf des Integrals 
und der Intensität, und zwar stellt die punktierte Curve die 
Amplitudenverteilung und die stark ausgezogene Curve die 
Intensitätsverteilung dar. 

Wenn man die kleinen Schwankungen 
der Intensität in der Mitte, dieim Ver- 
hältniszurgesamtenlntensitätgeringsind, 
vernachlässigt, so ergibt sich, dass der 
Einfluss der hinzugefügten Nebenmaxima 
sich hauptsäehlich dadurch zu erkennen 
gibt, dass der Abfall derIntensitätan den 
RänderndesfGitters vielrapideristwiebei 
alleiniger WirksamkeitdesHauptmaximums. 


$ 6. Die beiderseitigen it" Hauptmaxima. 
Wir wollen jetzt die Form des Bildes nntersuchen, für 
den Fall, das alle Maxima eblendet sind ausser dem if» 
Cp Alp Mrein.örg.pl 


ce ogre Js 


Maximum rechts und dem Ven Maximum links. Da wir kaum 
imstande sind, die unmittelbar an ein Hauptmaximum sich 
anschliessenden Nebenmaxima vollständig abzublenden, wollen 
wir zu jedem der beiden Ver Hauptmaxima noch zwei Neben- 
maxima rechts und zwei links mit in Rechnung ziehen, 
Die Mitte des ite Hauptmaximums befindet sich in dem 


Punkte w — Ee woraus folgende Werte fiir die Integrations- 


grenzen sich ergeben: 
CS (Ni—3) und E (Ni + 8). 
Die VE I, wird also durch folgende Formel an- 
gegeben: 
n —3) mr) 


. Nyo . Nyo 
a M Ny, sin Aiia 
e w Za sinw 2a xw 
= const.,| | dw. - ae +, di E aor CORE 
e Bee Lem 3) sin. 
Ny Ny 


Da die beiden Maxima symmetrisch liegen und die Funktion 
unter dem Integralzeichen grade und und symmetrisch ist, 
kann man setzen 


@ra(Ni-+3) 2 
t ie 


e sin > ¥ 
SHEI 2a xo 
ei — ,——. cos 


2ra(Ni—3) SMS 
Ny 


- N , sino së A 
Da die Periode der Funktion —— sehr gross ist im 
HI 


Verhältnis zum Integrationsintervall, so kann man die Funktion 
in diesem Gebiet als konstant betrachten. Es folgt 
I, = 4const.,Ji?;.. . [18] 


wo 
T , 27a(Ni+-3) 
e Imai S w 
sin, sin 
ae fe 2a xw 
Ji = ——: w (05 — 3 
2rai TO a 
d 
T exa(Ni—3) “ 
Ny 
ist. 
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Wir führen in das Integral eine neue Variable œw, ein, 


wobei 
. {wo 
oO, = 3 
1 EP 3 
dann hat das Integral die Form 
It 
d si 2nai Be ` 
Br y 2a sinN(ri-o,) ` 2x(ri—0, 
Ji = on .— | do, = . cos ———. 
Qnai  y sin (ri—w, ) 
yo 
N 


Da aber folgende Beziehungen bestehen 
sinN(xi— 0,) = (I H sinNo, 


[sin (si) = (—1) +" sine, 
so wird das Integral 


K , 37 
SS rail ty 
AN vr 2a sin No Ix(ki—w 
J; = (—1) M E: I .— fan, Zi a D. co 
mai Ye sine, Y 
me It 
Y N 


œ ist in dem ganzen Integrationsgebiet sehr klein, wir 
können also statt sinw, das Argument selbst setzen; weiterhin 
zerlegen wir den Cosinus und erhalten: 


Ir 
GER Wi 
A 9 rs: A 
J, = (1 (N Di KS a 00525 fo, 22 No, ty by 
2rai Y Y w 
+ 


Inxi sinNw, . 2x% 
+ sin zt 4 a 


-F 
Da die unter dem Integrationszeichen stehende Funktion 
im zweiten Integral symmetrisch und ungrade ist und die 
Integrationsgrenzen symmetrisch zu Null liegen, so verschwindet 
dies Integral und es bleibt 


http://rcin.org.pl 


8r 
. 2rai Se 
N—1 Sch 2a Zeg sinN RES 
t ó (0) 
J = a ee i. 008 jo cos——*, 
: Qral y Y 0) Y 
Ei 
J N 
Als neue Variable führen wir ein 
i 2a 
We = D D,; 
und erhalten nach der Transformation 
6ra 
. 2rai E sin N12 
N-1 2a Inxi XO 
= ( 1)‘ BR: 08 fa " cos— ; 
2rai Da a 
ae Ga 
Y Ka 


oder, da die unter dem Integrationszeichen stehende Funktion 
symmetrisch ist: 


9 6ra N 
mai N A W 
N-1 ES 2a d wo Ze XW 
= aen 2a 
det 1) Ji 9 2 A d 
Qrai Yy ye 
—— 0 
T 


Das obige Integral ist identisch mit dem Integral J der 
Formel [17]. Wir können also schreiben 


ae Irai 
er 2nxi 
a lg i OY oog 
Ji=(—1) aa E vale 
ig 


wo Jx der Wert des Integrals für den Punkt x ist. Die 
Intensität I, ist also 


+ 
. 2raiı 2 
Sn = A 
Y g2nxi 
—— f .cos3—. 
2rai 1 


Vf 


I, = 16const., 


J%....[19] 


Setzen wir in dem Ausdruck [19] statt x, y + x, so 
erhalten wir 
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DE t 


2nai 

Y 

Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem vorherigen 

nur in dem Wert, für das Integral J. Da wir aber voraus- 

setzen können, dass dies Integral in dem Intervall y einen - 

nahezu konstanten Wert hat, so folgt daraus, dass die Inten- 
sität I, in jedem y-Intervall denselben Verlauf hat. 


Durch den Faktor cos? = ist also der Verlauf der 


- Ardi? 
ya, 2nxi 
I, = 16const., | en E J? 


Intensität in einem y-Intervall bedingt, woraus wir sehen, 
dass die Intensität in den Punkten 
Y 
x= gpi (x = 0,1,2,...) 

Maxima von der Grösse 

nai \ ? 
28 A 2 
2nai J 

Y 


sin 


Max.l, = 16const., 


besitzt. Und in den Punkten 

ga ats = 012...) 
Minima hat und gleich Null wird. In einem y-Intervall 
sind daher 2i Maxima vorhanden. 

Auf diese Weiseergibt sich ein unähn- 
liches Abbild des Objektes, dennan Stelle 
der wirklich vorhandenen N-Gitterstriche 
sehen wir deren 2Niauftreten. Der Inten- 
sitätsabfallvom Maximum zumMinimum 
folgt dem Gesetze cos*u wie wir aus [19] er- 
sehen. 

Die Lage der Maxima ist ganz unabhängig davon, ob N 
eine grade oder ungrade Zahl ist. 

Figur 9 zeigt den Verlauf der Intensität fiir den Fall i = 1. 


§ 7. Die beiden it" Haupt maxima und das Centralbild. 
Wir untersuchen jetzt den Fall, dass die beiden i‘ 
Maxima und das nullte Maximum zur Wirkung kommen, 
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Auch in diesem Falle fügen wir zu jedem Hauptmaximum 
noch zwei unmittelbar darauf folgende Nebenmaxima rechts 


und links hinzu. Folgende Gleichung gibt mithin die 
Intensität. 


6 Ira (Ni+3 
me „Nie a ( a ) nie 
=4const.,l | de sino I ot fi CR ki w ; = oost 
a a 
ER Pr sin Ia 
Ny 


In diesem Ausdruck sind uns die beiden Integrale schon 
bekannt, und wir bekommen 


I, = 4const., 1015 > I = nei 207 a 


Um den Ausdruck näher zu untersuchen, betrachten 
wir den Faktor A: 
eh oral 
‘aw sin a 2 axi 
A=1-+(—1) . rai = cos — e [21] 
Y 
Die Maxima und Minima dieses Ausdruckes liegen bei 


KE UAR ee j 
x xc ; (x=0,1,2 ...) 


und zwar sind sie gleich 


. 2ral 
sn? = 
Max. A=1+2. — Set 
2 mai 
T 
2 nai 
i SC 
Min. A= 1 — 2 SE ; 
ji 


Der Abstand zweier Maxima ist + d. h. in dem y-Inter- 


yall sind i Maxima enthalten. Da aber der Faktor A in 
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DT "WA 


dem Ausdrucke für die Intensität I, im Quadrat steht, so 
kann es vorkommen, dass die negativen Minima bei der 
Quadrierung zu Maximis der Intensität werden. Dies tritt 
ein, wenn 


. Daal 
sin Kd 
KEE a 
Y 
oder 
Ei. 
urn a 
M 
Die endgültige Bedingung ist also 
Sa 2 ai 
2 0,6 a i 0. 
co 
= In diesem Falle würden in dem y-Intervall 2i Maxima 
“yorhanden sein. 
= Aus dem Ausdruck (21) ersehen wir, dass bei gradem 
Sb die Lage der Maxima unabhängig von der Zahl N ist. 
Ob N grade oder ungrade ist, die Maxima liegen immer 
an den Punkten 
E ı=+2.2,@=012..) 
=. Die Minima oder eventuelle Zwischenmaxima liegen in 
Sten Punkten 
= 
= pid 281, 1 genau 


— 9 i : 
Ist i ungrade, so ist die Lage der Maxima abhängig 
von der Zahl N. Bei gradem N liegen die Maxima bei 


2x +1 y 
=+ "gett te (x=0,1,2 2) 


und die Minima bei 


r= a ° (x 013) 


Da das Gitter symmetrisch zu y-Achse liegt, so liegt in 
dem hier betrachteten Falle (N grade) bei x = 0 ein Gitter- 
stab; die Mitten der Spalten liegen bei 
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x=+ AEN AEN ee 
die Mitten der Stäbe dagegen bei 
x= xt s (x= 0,1,2...) 


Wir sehen daraus, dass immer in der Mitte jedes 
Gitterstabes ein Minimum der Intensität liegt und in der 
Mitte jedes Spaltes ein Maximum. 

Ist dagegen N ungrade, so liegen die Maxima bei 

r= txt; œ= 0,12...) 
und die Minima bei 
es a Ze 

Da aber in diesem Falle (N ungrade) bei x = 0 ein 
Spalt liegt, fallen die Maxima wieder mit den Spaltmitten 
und die Minima mit den Stabmitten zusammen. Der Inten- 
sitätsabfall zwischen Maximum und Minimum ist cosinus- 
fõrmig, und zwar wird er genau angegeben durch die Formel 

= (1 + Coos u)?. 

Wenn wir also zudenbeiden imMaximas 
noch das Centralbild zufügen, zeigt das 
AbbildeineStruktur. DieAnzahl der Gitter- 
stricheim Abbildeist gleich Ni, derAbfall 
vom Maximum zum Minimumist allmahlich 
und die Maxima und Minima erscheinen 
gleich breit Ausserdem treten unter Um- 
ständen in den Mitten der Minima noch 
sekundäre Maxima auf. 

Die Figuren 10 und 11 geben den Intensitätsverlauf 
für i= 1. 
$ 8. Die beiderseitigen it» und vite Haupt- 

maxima. 

Betrachten wir jetzt den Fall, dass alle Maxima ausser 
dem (ep und Zen abgeblendet sind. Wie im vorigen Para- 
graph fügen wir zu jedem Hauptmaximum noch rechts und 
links zwei Nebenmaxima hinzu. Die Lichtintensität wird 


also durch Weg KE Sch 


elt 5/2.) 


Sa wi NEE Tee e 
ENEE sin 
sinw 2a vi “sino 2a XW 
I, =4const.| | do. —-. — dw = . COS 
el (0) 6 yo ` a 
ana(Ni- 8) ai Sun 3 a 
Ny u Ny 


Indem wir die im § 6 ausgeführten Transformationen auf 
die beiden Integrale anwenden, bekommen wir 


. 2rai . Aral ed 
i(N—1) = Zei nate 4nxi 
L, = 4const., (—1)° E EC BEE ai . eos — |. 9%. 
i d 


Wir untersuchen zur Diskussion des Intensitätsverlaufs 
den Faktor A: 


. Arai . 4rai 
i(N — 1) gi D 2nxi ul Anxi 
Et a Ds E tola 5 A 
on Qrai y Arai y’? ES 
19 T 
Die ersten beiden Ableitungen des Faktors A sind: 
oA 1 UNT) 2nai , i pemi Andi . Arxi 
= "o ’, sin——. sin —— +2sin ——. sin - = 
òx a Y Y 
SA 1 . 2nai . 2nxi i(N—1 2nai 2nxi L 
—=——. sin ——. sin —— ene Ee? — , 008 ; 
OX a Yy Y Y Y 
oA Mi . Zraif, N—1 zei 2rai 4nxi 
< =——. sin <j)" ) eos +8 cos « Gë —— |; 
Se 


Die Extremalstellen werden also durch folgende Gleichun- 
gen gegeben. 


Zeg 
sin—— = 0; 
vu 


rs 
(—1)9— 9+ 8008 =. Ges =0 


Die erste von diesen Gleichungen ergibt eine Reihe 
von Extremalstellen in den Punkten 
EE (x = 0,1,2...) [23a] 


Sr 
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Diese Extremalstellen nennen wir Extremalstellen der 
ersten Art. Die zweite Gleichung kann auffolgende Form 
gebracht werden. 


cos =—(— Kale e a Si 


ebe .[23b] 
8c0s 


Die Extremalstellen, die aus dieser Gleichung felgen, 
nennen wir Extremalstellen der zweiten Art. 

Die Bedingung dafür, dass die zweite Gleichung reelle 
- Wurzeln hat, ist 
1 


wee Gre? 
Qrai | ~ 
8 cos 
X 
oder 
Boos 21. +. 


Daraus folgt 
0,46 _ 2a_ 1,5 
A Pa > 


i 1 i 
1,46 _ 2a_ 0,54 
EE 
i Y i 
Im Falle, wo 
8cos u E E 


dann koinzidieren die Extremalstellen der zweiten Art nit 
denen der ersten. 

Wenn man mit pr eine von den Lösungen der Gleichung 
[23b] bezeichnet, wobei < 1, dann ergeben sich folgerde 
Werte für die Abscissen der Extremalstellen der zweiten Art. 


X St etA (x = 0,1,2...) 


n = + (Cpt) 55, 6 = 0,1,2...) 


Daraus ersehen wir, dass wir es in diesem Fall nit 
zwei Serien von Extremalstellen zweiter Art zu tun haben. 
Der Abstand je zweier Extremalstellen ist bei beiden Seren 
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eo 
+ und wir bekommen also in jedem y-intervall 2i Extremal= 
stellen der zweiten Art. Wie wir aus [23a] gesehen haben, 
fallen in jedes y-Intervall auch 2i Extremalstellen der ersten 
Art. 
Wir werden jetzt gesondert folgende Fälle betrachten: 
1.) Extremalstellen der zweiten Art sind nicht vor- 
handen. 
a der Gleichung [24] ersehen wir, dass in diesem 
rä 


Aat | - 
| 8cos—— |<. 1 


ERD 


Die zweite Ableitung = ist dabei abwechselnd positiv 


und negativ, d. h. die Extremalstellen sind abwechselnd 
Minima und Maxima, und zwar haben die Maxima den 
Wert 


ea. 8 . drai > 
Max.A aif S + ze | sin was | [25a] 
die Minima 
MA = 1) cin |, 1 [sin 1. ash 
mai 1 2ral Y 


Die Minima sind, wie wir aus [25b] ersehen, negativ, 
da aber der Ausdruck A in Quadrat vorkommt, werden sie 
zu neuen Maximas der Intensität sich gestalten. ` 

Da die absoluten Werte der Minima kleiner sind als 
die der Maxima, so werden auch die neu entstehenden Maxima 
der Intensität kleiner sein als die ursprünglichen. 

Die Lage der Maxima ist von N unabhängig, wenn i 
grade ist, dagegen abhängig im Falle dass i ungrade ist, 
sie ist auch davon abhängig, in welchen Quadraten der 
Winkel = liegt. | 

Das Abbild zeigt in diesem Falle eine 
 Struktur undzwarsehenwirinjedemy-Inter- 

 vall 2iMaxima, diegleich weitvoneinander 
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entfernt sind, aber abwechselnd heller 
und dunkler hervortreten. 
Die Figuren 12 und 13 stellen diesen Fall dar für 
i=1 undi=2. 
2). Die Extremalstellen der zweiten Art sind vor- 
handen. 
Aus Gleichung [24] folgt 


Qrai |. 
>> 30 


| 8 cos 


In diesem Falle hat die zweite Ableitung in den Punkten 
der ersten Extremalstellen ein konstantes Vorzeichen, sie 
ist entweder fiir alle diese Stellen positiv oder negativ. Das 
Vorzeichen hängt davon ab, in welchem Quadranten der 


Winkel bab liegt. 

Fallt er in den ersten oder dritten Quadranten, so ist 
die Ableitung negativ, fällt er in den zweiten oder vierten, 
so ist sie positiv. Im ersten Falle werden die Extremal- 
stellen der ersten Art alle Maxima sein; die Extremal- 


stellen der zweiten Art sind dann alle Minima. Im zweiten 


Falle ist es umgekehrt. 


Wenn der Winkel - in dem ersten oder dritten 


Qudraten liegt, so ist die Grösse der Maxima 


1 

Die Maxima sind, wie sich aus diesem Ausdruck er- 
gibt, abwechselnd positiv und negativ. Die zwischen je 
zwei Maximis liegenden Minima sind immer negativ. Je 
zwei Minima liegen symmetrisch zu den zwischen ihnen liegenden 
Maximum. Sie liegen aber nicht in der Mitte zwischen 
den Maximis, sondern ihre Entfernung von den Maximis, 
die durch die Eormel 
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NE 
gegeben werden, ist +, von den Maximis der Formel 
2. M 
k= kugi; (S Lë 


ist die Entfernung = (1—g). 


Da der Ausdruck A im Quadrat vorkommt bei dem 
Intensitätsausdrucke, so werden die beiden Minima zu neuen 
Maximis der Intensität und das negative Maximum wird 
sich als ein Minimum der Intensität gestalten. Wir er- 
halten also das folgende Ergebnis: 


Liegtder Winkel = imerstenoderdritten 


Quadranten, so zeigt das Abbild eine 
Struktur, undzwar,alsobinjedem y-Intervalli 
gleichstarke und gleichweit von einander 
entfernte Maxima werden. Zu beidenSeiten 
eines jeden Maximums liegen noch sym- 
metrisch zwei kleineNebenmaxima, Inder 
Mittezwischen je zwei Nebenmaximis liegt 
ein schwaches Minimum,daskleiner istals 
die Minima, die das Hauptmaximum von 
dem Nebenmaximum trennen. 

Die Figuren 14 und 15 stellen diesen Fall dar für 
i=1, und i=2. 


Liegt dagegen der Winkel in dem zweiten oder 


vierten Quadranten, dann sind, wie schon erwähnt, Extremal- 
stellen der ersten Art alle Minima und die Extremalstellen 
zweiter Art werden Maxima. Die Minima werden durch 
folgende Formel gegeben: 


. Wai 
Se Ze ai 
MimA z.b +1 - |» 
Ze ai ~% 
7 


Die Minima sind abwechselnd, positiv und negativ. Da 
die Maxima immer grösser sein miissen wie das Minimum, 
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das zwischen ihnen liegt, so werden alle Maxima positiv 
sein. Die negativen Minima werden sich in dem Ausdruck 
für die Intensität in Maxima verwandeln. Es ergibt sich 
also, dass die Struktur des Bildes ähnlich 
.gestaltet sein wird wie oben. 
Die Figuren 16 und 17 stellen diese Erscheinung dar 
für i= 1 und i= 2. 


$ 9. Die beiderseitigen it® und 2it Maxima und 
das Centralbild. 

Im folgenden untersuchen wir das Abbild für den Fall, 
dass alle Maxima abgeblendet sind, ausser den beiderseitigen 
jten, 2jten und dem nullten Maximum. 

Die Lichtintensität ist dann 


6ra 
Ny ae sind? 
s teinar 2a "sine E Xw 
I, = 4const., Jaw. ——— dw .——. - —. €OS— + 
w < YW 2 a 
0 aan 2ra(Ni— 8) sin 
Ny 
t +3) g 2 
. Nam 
sin —— 
sino 2a Xw | 
+ Kä .— .cos—|}. 
yw a 
e? CH | 
Ny 


oder nach Ausführung der Rechnung 


. 2rai . drai 2 
pi 1) ge D Inxi bt oe Arxi 
I,= 4const.,| 1 (— je Z an i ne es ——.cos—— || J?. 
R ` ; " rai Y + Arai y | 
= 7 | 


Der für den Verlauf der Intensität massgebende Faktor 
A ist: 


. Znai . Arai 
a, Le yl! vlja 
A=1H—1) 09 ge Oo est 0 ++ DéI 
a, DER, 
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Die Ableitungen dieses Faktors sind identisch mit den 
Ableitungen des Faktors A im vorherigen Paragraphen. Die 
Extremalstellen werden also entsprechend dem vorigen Para- 
vu durch dieselben Gleichungen angegeben. 

mxi Bai 
ia - 127] 


} z Inxi 
| TR rai BE 


S0 


Wir bekommen aus dr beiden vorherigen Gleichungen 
wieder Extremalstellen der ersten und zweiten Art. 

Im Falle, dass die Extremalstellen derzweiten 
Art unmöglich sind, werden Extremalstellen erster Art 
abwechselnd Maxima und Minima sein. Die Minima sind 


. 2rai . Arai 

sin— sin—— 

` Y 
(RE D te 29 9 E 
2rai 4ral 
Y M 
Jetzt sind dann negative Minima möglich, wenn 
i Qrai 
sin 
i 1 
Zrai 2( 2rai ) 
Y 


Diese Ungleichung kann nicht allgemein gelöst werden, 
und man kann nur für bestimmte Werte von i das Verhält- 


RE 
nis — berechnen. 
Y 


Das Abbild zeigt jetzt wieder eine 
Struktur, und zwar sind in jedem y-In- 
tervalli Streifen vorhanden. Es können 
aberauchunterUmständenZwischenstreifen 
auftreten. 

Die Figuren 18, 19, 20, 21 zeigen diesen Fall für 
i=1 und i=2. 

Sind aber dieExtremalstellen zweiter Art möglich, 


und liegtdabei der Winkel = im ersten oder dritten Qua- 
j http://rcin.org.pl 


dranten, so werden ebenso wie im vorigen Paragraphen die 
Extremalstellen der ersten Art alle Maxima und die der 
zweiten Art Minima. Die Maxima sind 


Max.A=1+2.]——"—|(+1+ 


Zum Unterschied gegen den im vorigen $ behandelten 
Fall werden hier die Maxima immer positiv. Daraus ersehen 
wir, dass dann auf jedes y-Intervall2 i Maxima kommen. 
Sie sind abwechselnd grösser und kleiner, und es 
kann sich auch ereignen, dass negative Minima 
von A sich zu neuen Zwischenmaximis der Inten- 
sität gestalten. 

Die Figuren 22, 23, 24 und 25, zeigen den Verlauf 
der Intensität für i = 1 und für i = 2. 


3 A 2nai . A . 
Liegt der Winkel —— im zweiten oder vierten Qua- 
= g 


dranten, so werden die Extremalstellen der ersten Art zu 
Minimis und die der zweiten Art zu Maximis der Intensi- 
tat Veranlassung geben. Die Minima haben folgende Grösse 


A 


Die Minima können, wie wir sehen, in diesem Falle 
auch negativ sein und in dem Ausdruck für die Intensität 
sich in neue Maxima verwandeln. 

In jedem y-Intervall sind also 2iMaxima 
vorhanden. UnterUmstinden gibt esjedoch 
auch Zwischenmaxima, 

Die Figuren 26 und 27 stellen den Intensitätsverlauf 
dar fiir i= 1. 


oral 
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Kapitel II. 
Die asymmetrische Abblendung. 
ý 


§ 10. Das sekundäre Bild bei asymmetrischer Ab- 
blendung. 


Erfolgt die Abblendung nicht wie in dem vorhergehen- 
den Kapitel symmetrisch, zu y-Achse, so sind die Integrations- 
grenzen der Variablen © in dem Ausdrucke [6] nicht symme- 
trisch zu Null. Die Integrationsgrenzen der Variablen v’ 
mögen jedoch symmetrisch bleiben. Dann wird der Aus- 
d druck B, in der Formel [7] nicht verschwinden und die 
| Intensität wird durch tolgende Form angegeben : 


2 A 2 


| gie dé 
| SC, -1-B?, = s fo fc Jeng te Zik Hfa e rin con 


H 
ay —A 


Das erste Integral dieses Ausdruckes kommt schon in 
der Formel [13a] vor und wurde dann auf die Form [13b] 
gebracht. Das zweite Integral wird auf folgende Weise be- 


rechnet. 
a'g 
fx Jarani (x—X)_ [ae S P (a (x—X) _ 
t a'i LG Pi 
a's sin“ ER zc: ae 
BS, KM i 
= S 2nE' i sın A 
= oe 
A Inka. Nre’y (0) Nye 
a. sın- A et D 2nE x K sinw Ja . XW 
dE 2— -—. COS =¢. fd .—. sin 
2nE gët t A š sin 
ay i 1 1 2a 


Die Intensität 1, ist daher 
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Nam 2 ` Nam 2 
sin” = p sin f 
sinw 2a xo} 1 f sinw 2a XO 
I, = EA fa sim a , cos—|+} | da —— .— n— 
. yo a e nm , "o 
sin — © Sin 
za za 


Wir nehmen jetzt an, dass eine Reihe von unsymme- 
trischen Maximis zur Wirkung kommt, und zwar das i'*, kte, 
lte . . .; jedes von ihnen besitzt noch rechts und links je 
zwei Nebenmaxima. Dann wird die Intensität: 


we ia : 
sin—— A 
1, = const., p fas? sin — ia cost? |+ 
| j=i, A. @na(Nj— ale P 
Ny 
(910019) Nvo a 
Í i sinw sing, Xw 
e Va fae een Sl [28] 
Pant tats ie) du, | | 
Ny 


Wir führen bei beiden Integralen die bekannte Trans- 
formation aus und erhalten : 


2raj 2 
a 2 
= const. ( 1 a = 1)j I = d A and + 
i=i, D li 2raj x | 
Y 


| y 
. Qraj 3 
` Bt Sr 
Tee N o, 


x 21 sin 
jätka 2xaj Y | 


In der ersten Klammer kommen nach der Quadratur 


Glieder von folgender Form vor: 
I RX In} ck IT l 
A, cos? — JA und A,cos — . COS = 
Y 


in der zweiten 
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ryk . 2nx1 


Eed 
B, sin Ke: und Besin ———. sin — 
y Y 


Wir sehen sofort, dass die Glieder unverändert bleiben, 
wenn man x durch (— x) ersetzt. 

Folglich ist das Abbild symmetrisch zum Nullpunkt. 

Geht man vom Punkte x zum Punkt (y—x), so erhält 
man 


=, 


A, cos?— 223) Zur (ori — ZA cos? 


| so! E 2) a =A, 009 2nkx, e 


| Zei A . Dj 
B ‚sin? 6-9 =B,sin?( 2rj— =) =B,sin? SC 


| Bysin G). CHE (2*-)sin(2r deg Di aS ing ina 


Auch jetzt bleiben die Glieder unverändert. Folglich 
ist das Abbild in jedem y-Intervalle zur Mitte des Intervalls 
symmetrisch. 

Diese nach der Theorie gefundene Symmetrie hat aber 
das Experiment nicht bestätigt, vielmehr ergab sich bei asym- 
metrischer Abblendung in jedem Intervall ein asymmetrisches 
Abbild. Ich untersuchte eingehend den Einfluss der Art 
der Beleuchtung und des Lichtes und der Lage des Objekts, 
d. h. des Gitters. Es zeigt sich, dass diese Faktoren keinen 
Einfluss auf die Asymmetrie haben. Es ist mir bis jetzt nicht 
gelungen, den Grund dieser Abweichung der Theorie vom 
Experiment zu erklären. Trotzdem seien im folgenden die 
rechnerischen Resultate für einen Fall angegeben: 


$ 11. Ein its Maximum und das Centralbild. 


Im folgenden wird die Wirkung des nullten und des 
iten Maximums rechts betrachtet. 


: Nach Gleichung [28] ergibt sich für die Intensität: 
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67a 27a(Ni--3) 
Ny ec KS Gë ine i 
sinw 2a sinw 2a xo 
I, = const., 2f aw. = Cen + do. cos a6 
A . TO 
0 obt 97 a(Ni—3 N aal 
Ny 
ae 
Nyw *| 
sino 2a XW 
H faa - sin— | 
yu ra H 
ma( ia) sin, | 
Ny 
für das nullte 


verschwindet 


Das Integral mit sin - 
a 


Maximum, da die Integrationsgrenzen in dem Falle symme- 
‘trisch zu Null liegen. 
Nach der bekannten Transformation bekommen wir : 
. 2rai A 
sur 2m 
I, =4const., 14-1) un nn 008 — Sie 
Ze ai Le 
Y 
2 
2nxi 
al Me)! — J = 
Y 
Dral ? . 2mai 
sin sin Pe: 
Y | N— t)i 
SC ES Ee eos (2 
aie H mis T 
E Y 
Um den Verlauf der Intensität näher zu untersuchen, 
betrachten wir den Faktor 
a maj 3 . 2rai 
in (N—1)i ma 2nši 
rg eo 
2rai mai y 
d I 
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SPA es 


Die ers.e Ableitung = dieses Faktors ist: 


er Irai 
BA 2... E, eer, Ee DES, 2nxi 
ò Oi Qrai 


Y 


Die Intensität verläuft cosinusartig und in den Punkten: 


Y 
ng (x = 0,12...) 


befinden sich die Extremalstellen. Die Maxima sind: 


. 2ral |? 

sin 
Max.I, = 4const., | 1 +- sai |? 

Y 
die Minima 
Qnai |? 
Min.1,==4const., 1— a 
+ 


In jedem y-Intervall wird das Abbild also i Maxima 
haben. Die Lage der Maxima ist unabhängig von N, wenn 
i grade ist, aber abhingig von N, wenn i ungrade ist. 

Jetzt hat also dasAbbild dieselbe Form, 
wiein dem Falle dass beiderseits die 1" 
Maxima zum nullten Maximum hinzukommen. 
Nur sind in dem obigen Falle keine 
Zwischenmaxima möglieh. 

Die Figur 28 zeigt den Verlauf der Intensität für i = 2. 
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Schluss. 


Wir fassen kurz die Resultate dieser Arbeit zusammen: 

Wenn wir in die Objektebene eines optischen Systems 
(Mikroskop) ein Gitter von der Spaltzahl N bringen, so be- 
steht, wie schon bekannt, das primäre Beugungsbild aus 
einer Reihe von Hauptmaximis zwischen denen eine Anzahl 
(N—2) Nebenmaxima liegen (siehe Fig. 5, 6). 

Das Verhältnis der Intensität eines nahe an einem 
Hauptmaximum liegenden Nebenmaximums zum Hauptmaxi- 
mum strebt mit wachsendem N bei konstanter Breite des 
Gitters einem bestimmten Grenzwert zu, der für das it 


Nebenmaximum gleich ars ist. 


Das sekundäre Abbild ist abhängig von der Abblendung 
des primären Bildes und kann bei verschiedener Abblendung 
durchaus verschiedene Formen annehmen. . 

Folgende Fälle wurden genauer betrachtet: 

I. Alle seitlichen Maxima im primären Beugungsbilde 
eines Gitters werden abgeblendet und das ungebeugte Cent- 
ralbild kommt allein zur Wirkung. In diesem Falle stellt 
sich das sekundäre Abbild des Gitters als verbreiterte struk- 
tur!ose Fläche dar, deren Helligkeit nach den Rändern von 
der Mitte aus immer mehr abnimmt. Zu beiden Seiten der 
hellen Fläche finden wir Nebenmaxima von ganz geringer 
Intensität. Fig. 7. 

II. Wenn wir zu dem Centralbilde noch einige Neben- 
maxima rechts und links hinzufügen, so ergeben sich Inten- 
sitätsschwankungen in der eben erwähnten Fläche und der 
Intensitätsabfall an den Rändern wird steiler. Fig. 8. 

IIL. Lassen wir bei der Bilderzeugung das Centralbild 
fort, sodass nur die beiden (en Hauptmaxima zur Wirkung 
kommen, so ergibt sich einunähnliches Abbild des Gitters. 
Wir sehen 2Ni Striche auftreten, während in Wirklich- 
keit das Objekt nur N Gitterstäbe besitzt. Der Intensitäts- 
abfall vom Maximum zum Minimum erfolgt nach dem 
Gesetz cos*u. Fig. 9, 
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IV. Kommt zu den beiden iten Maximis noch das 
Nullte hinzu, so bekommt das Abbild eine Struktur, und 
zwar ist die Anzahl der Gitterstriche im Abbild gleich Ni 
und die Maxima und Minima erscheinen gleich breit. Vom 
Maximum zum Minimum ist der Lichtabfall allmählich. In 
der Mitte der Minima gibt es unter Umständen noch sekun- 
däre Maxima. Fig. 10, 11. 

V. Kommen nur die it und 2iten Maxima zur Wirkung 
und besteht die Ungleichung 


2rai 


1 >|8 cos —- 
x 


so sehen wir in jedem +;-Intervall 2i Maxima, die gleich 
weit von einander entfernt sind, die aber abwechselnd heller 
und dunkler erscheinen. Fig. 12, 13. 


Besteht aber die Ungleichung 


Qrai 


1 <[8cos — 
e 


und liegt der Winkel = im ersten oder dritten Quadranten 
so zeigt das Abbild des Gitters in jedem y-Intervall i 
gleich starke und gleich von einander entfernte Maxima. Zu 
beiden Seiten eines jeden Maximums liegen noch symmetrisch 
zwei kleinere Nebenmaxima. In der Mitte von je zwei 
Nebenmaximis liegt ein schwaches, unvollkommenesMinimum, 
Fig. 14, 15. 


Liegt der Winkel = im zweiten oder vierten Quadraten, 
dann ist das Abbild ähnlich gestaltet wie oben. Fig. 16, 17. 


VI. Lassen wir die beiden ite" und die beiden 2iten 
Maxima mit dem Nullten zusammenwirken und besteht die 
Ungleichung. 


17 


Qrai 
8 cos 
Y 
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So sind in jedem Gitterintervall i Haupt-Streifen vorhanden. 
Unter Umstäuden gibt es auch noch Zwischenstreifen. Fig.18 > 
19, 20, 21. 

e Besteht dagegen die Ungleichung 
2rai 

| 


1 <}8cos 


und liegt dabei der Winkel oa im ersten oder dritten 


Quadranten, so finden sich in jedem y-Intervall 2i Maxima. 
Sie sind abwechselnd stärker und schwächer, und auch hier 
können Zwischenmaxima auftreten. Fig. 22, 23, 24, 25. 
Qrai 
8 cos | 


Liegt bei bestehender Ungleichung 1 < 


2Qrai 


der Winkel aber im zweiten oder vierten Quadranten, 


so gibt es 2i Maxima in jedem Intervall, je nach den Um- 
ständen erscheinen auch Zwischenmaxima. Fig. 26, 27. 

VII. Blenden wir, unsymmetrisch ab und zwar alle 
Maxima bis auf das nullte und it¢, so hat das Abbild i 
Maxima in jedem Gitterintervall. Der Unterschied dieses 
Falles von dem Falle, wo beide it mit dem nullten Maximum 
zusammenwirken, besteht nur darin, dass jetzt Zwischen- 
maxima unmöglich und die minima nicht vollständig sind. 
Fig. 28. 

Bei der asymmetrischen Abblendung soll der Theorie 
nach das Abbild im y-Intervall symmetrisch sein zu der Mitte 
dieses Intervalls. Doch zeigt das Experiment asymmetrische 
Bilder. Diese Asymmetric ist, wie das Experiment gezeigt hat, 
unabhängig von der Art des Lichtes und der Beleuchtung. 
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kulieren lassen, wo ich bis zum Jahre 1904 studierte und 
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